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Verschiedene  BcmerkoDgeD. 


'nrrn  Professor  und  Director  F.  Streklke 

in  Dan  Ei  g. 


Auflösung  der  Gleichungen 

(Kehe  dieeeg  ÄrctiiT  Tbeil  47.  Heftl.) 

■  enn   man   die  zweite  Gleichung  mit  3  multiplicirt  und  zur 
I  addirt,  ao  erhSIt  man  den  vollständigen  Cuhus  von  x-\-y. 


«  +  y  =  VM^- 

Zieht  man  die  Eweite  Gleichung  ron  der  ersten  ah,  so  erhalt 
n; 

raus: 

(ar-y)«.f3:+y)  =  a-6, 
^: 


x-s-  =  ±- 


^a-\Jt 


L. 


6  Strehlhe:    Verschiedene  Bemerkungen, 

6F 
Für  den  ersten  Fall  ist  sonach  die  Fläche     y—-    durch    die 

Abscissen  und  den  Parameter  ausgedrückt: 

allein  durch  p  und  y  bestimmt  ist: 

Da 

so  ist  auch: 

77===  =  V  a:  +  a;'  —  2Va:'a?.(a:'  +  a?+  V  a;'a:+4p) 
V2p 

Wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  ist  aber: 

(p  +2V"P^  =  (r'  +r)a— Ä 
denn 

=  (a;+a;0*+2/?(a?+a'') +p«--(a:'--a?)«--2p(^'+a?--2V"^) 
=  4a?' j; -f  p2 -|.  4p ,  \^;|.'^ 

=  (p  +  2VPi)«.  - 
Setzt  man  nun  zur   Abkürzung: 


so  hat  man: 


dglich : 


r     .    ■    ■ 

IC 


Sir e Alke:    Yerscäiedene  Bemerkungen. 
6F 


=  VL^  +  m-2L  M.{Iß^m-\^LM) 


_  /r'+r  +  s\l ^ /r'^r  —  sY 

Für  den   zweiten  Fall,    wenn  der  von  r  und  /  gebildete  Winkel 
>  1800,  ist: 

;=  =  (Vx'+Va:)ix'  +  x—\x^+^p) 


VQp 

=  ^r'  +  r  +2V^  -^p.(r  +  r'  — i(2Vi^— p)). 
Hier   ist: 

und: 

folglieh  mit  Beibehaltung  der  obigen  Bezeichnungen: 


/r'  ^r  +  s\l      /r'  +  r  —  ÄNl 


Bemerkung    des  Herausgebers. 

Ich  darf  mir  wohl  erlauben,  hier  auch  auf  meine  drei  Abhandlungen 
tber  die  Quadratur  parabolischer  und  elliptischer  Sectoren  im  Archiv.  ThI. 
IVL.  No.  XXXIX.  S.  439.  —  Thl.  XVII.  No.  XL.  S.  313.  —  Thl.XX. 
Ho.  Xli.  S.  207.  zu  verweisen. 


»i'a^ . 


Wenn 


des  Dreiecks,  51 

Ea  +  Eb  +  £c  =  E. 

0  <  ^  <  12(M>, 
0  <  J?  <  120», 
0  <  C  <  120O 


t,    so  ist: 


0<^  +  ß+C<360«, 

orin  kein  Widerspruch  liegt. 

Wenn 

120^  <Ä  <  ISO«, 
120«  <  B  <  180« 
st^  so  ist 

240O  <  ^+Ä  <  360«, 

ras  nicht  möglich  ist;  daher  können  nie  zwei  der  Winkel  A^  ß, 
7  zwischen  120«  und  180«  liegen. 

Wenn 

0  <  ^  <  60«, 
0  <  ß  <  60«. 
0  <  C  <  60« 
ist,  so  ist 

0<2l  +  iB+C<  180«, 

PWn  kein  Widerspruch  liegt. 

Wenn 

60«  <  ^  <  180«, 
60«  <  Ä  <  180«, 
60«  <  C  <  180« 
(t,  so  ist 

180«<-4+Ä+C<540«, 

Ifts  nicht  inuglich  ist;    also  können  nie  alle  drei  Winkel  A,  Bj 
!  zwischen  60«  und  180«  liegen. 

L    Den  Nenner 

3sin-4sinÄsinC+(l  +  cos24cosÄcosC)V3 

ouin  man  noch  auf  eine  andere  bemerkenswerthe  Art  ausdrücken. 

Es  ist  Dämlich: 

4* 


\ 


9**7' 


des  Dreiecks, 


cos(-^+Ä+C+60ö)  \ 


53 


weil 


tet 


=  -•—¥<  +cos(^  — Ä+C  +  60O) 

+  cos(^  +  Ä-C  +  60o)  ) 
=  — f +itcos(2^  — 60O)  +  cos(2ß~60O)+cosC2C-60O)|, 

—  J+i?+  C+60«  =  1800  -  (2^—600), 
^-^+C+60ö  =  180«— (2ß— 60»), 
^+^-C+60o  =  180O— (2C— 60«) 


Folglich    ist : 

sin  ÄsxuB  sin  C.  V3  +  (1  +  cos  A  cos  ß  cos  C) 

=  dbf +Jtcos(2^±60")  +  cos(2ß±60O)  +  cos(2C±60O)|, 

3sin^sin^sinC±(l  +  cos24cosJ5cosC)i/3 
=  +f|--i[cos(2^±60O)  +  cos(2Ä±60«)  +  cos(2C±60O)]|  V3, 

[Bod  wenn  man  V3  nach  den  obigen  Regeln  positiv  und  negativ 
:nmmt,  allgemein: 

3sin^sinÄsinC+(l  +  cos^cos-ßcosC)V3 
=  M— i[cos(22l+60*>)  +  cos(2ß±ö0O)  +  cos(2C±60O)]|V3. 

ist  aber : 

cos  {"lÄ  ±  60O)  +  cos  (2i5  +  60«)  +  cos  (2C±  60«) 
=  2cos(i4  +  ^±60o)cos(J  —  ß)+l  — 2siD(C±30T, 

\0t    weil 

{970« 
900' 


Iglich 


J  +  Ä  +  600 


={ 


270«  -  (6  +  30«) 
900-  (C  — 30«)' 


daher 


cos(^  +  B±  60«)  =  T  sin  (C±30«) 


cos(2J±60«)  +  cos(2B+60«)  +  cos(2C±60«) 
=  lT2sin(C±30«)cos(^— i?)— 2sin(C±30«) 
==lT2{cos(^— ^)±sin(C±30«)lsin(C±30«) 
=  lT2{cos(^  — B)  +  cos(C+60«)}ein(C±30«), 


w^ 


des  Dreiecks.  59 

zlicb : 

^  AOB  =  120«. 

V7eDn  mit  Rucksicht  auf  Taf.  I.  Fig.  3.  der  Punkt  O  io  dem 
lome  AiAM  liegt,  so  ist: 

^  =  — 2IZ),    Y—+DO;    X'=z  +  BD,   Y'^-^DO; 

30: 

^.^  4^     BD         BD     AD 

F+  r  DO'' DO         DO^DO 


»1 


Iglich : 


2:J^"~  ad  BD  BD  AD 

1+yjr,  ^  +  DO'DO     ^^DO'DO 

=  tang(BOD—AOD)  =  taog^Oß  =  —  V3, 


z  JOJ5  =  1200, 


ras  ungereimt  ist^  da  AOB  offeDbar  nur  ^*^  «spUz«^«*  Winkel  sein 
ann;    daher  kann  der  Punkt  O  in  dem  Räume  A^AM  ciicht  liegen. 

Wenn  mit  Rücksicht  auf  Taf.  1.  Fig.  4.  der  Puukt  O  in  dem 
laome  ß^BN  liegt,  so  ist: 

X=+^Z),    Y=^DOi    X'=:^BD,    Y':=.  +  DO; 

Iso: 

X     X^         AD      BD 

Y'^  Y'          DO'^DO 
j^  ^> = ^/>    ^/)=^^"g(^  OZ>-Ä  0/>)=tang4  OÄ=- V3, 

""Fr     ^  +  50]DÖ 

kücb : 

Z24OB  =  l20^ 


ungereimt  ist,  da  AOB  offenbar  nur  ein  spitzer  Winkel  sein 
ibd;  daher  kann  der  Punkt  O  in  dem  Räume  i?|ßZV  nicht  liegen. 

\    Wenn  mit  Rucksicht  auf  Taf.  I.  Fig.  5.  der  Punkt  O  in  dem 
tlome  M'ABN'  liegt,  so  ist: 

Xz=:  +  AD,    Y='-'DO;    A'=  +  ÄZ>,    F'=:-/>0; 

^' 

X     2^  AD     BD 

F"*"  F'  DO'^DO 

'~"FF'        ^~do'do 

=  —  tang  ^OB  =  —  V3, 
I 


des  Dreiecks. 
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Dreiecke  ABC,  liegen;    im  ersten  Falle  ist  ^  AOB=  120^,   im 
zweiten  Falle  ist  ^AOB=:Q0'^. 

Wir  wollen  ferner  den  zireiten  der  beiden  obigen  in  Rede 
stehenden  Fälle,  in  welcbem  V3  negativ  zu  nehmen,  und  nach 
dem  Obigen  also: 


1  —  "irr  •  "¥?> 


7  =  V3 


F*  r 


jHi  setzen  ist,  betrachten. 


Wenn  wieder  mit  Röcksicht  auf  Taf.  I.  Fig.  2.  der  Punkt   O 
10  dem  Räume  MABN  liegt,  so  ist: 


X=-i^AD,    Y=:  +  DO;    X'  =  +  BD,    r=  +  DO; 


also: 


X     X 


AD      BD 


Y^  Y' 

X  X'~ 
—  YY* 

DO^ 

DO 

1 

'      DO 

BD 
DO 

=  tang(^OZ>  +BOD) 


folglich : 


=  tangJO^  =  V3, 


^Oß  =  60o. 


Wenn  mit  Rucksicht  auf  Taf.  I.  Fig.  3.   der  Punkt  O  in   dem 
^;  Eaame  Ai  AM  liegt,  so  ist : 


X=  —  AD,    Y=  +  DO;    X' =  +  BD,    Y'  =  +  DO; 


also: 


X     X^ 


AD      BD 
DO     DO 


BD     AD 
DO     DO 


dich: 


A  X—      ,,4^    BD^        BD   AD 
1  — jp-y,  ^^DO'DO     ^^DO'DO 

=tang(BOD—AOD)=tangAOB=VS, 


AOB==m^. 


Wenn  mit  Rucksicht  auf  Taf.  I.  Fig.  4.  der  Punkt  O  in  dem 
_|Baimie*fiiiffiV  liegt,   so  ist: 

X=:  +  AD,   Y=  +  DO;    X'zz^BD,    Y'  =  +  DO; 


64 


Grunert:    üeöer  ztßei  merkwürdige '  Punkte 


nieii,  für  vt^elcheii  die  Summe  seiner  Entfernungen  von  \ 
den  drei  Ecken  dea  Dreiecks  ein  Minimum  ist 


Auflosung. 

Wir  wollen  das  gegebene  Dreieck  durch  AA'A"  und  den  ge*. 
suchten  Punkt  durch  O  bezeichnen;  seine  Entfernungen  von  den. 
Ecken  A,  A\  Ä*  seien  beziehungsweise  s,  5',  /':  so  soll  also 
der  Punkt  O  so  bestimmt  werden,  dass  die  Summe 


u  =  «  +  ä'  +  5" 


ein  Minimum  wird. 


18t«j 


Um    der    Entwickelung    möglichste   Symmetrie   zu  verleiheBi 
nehmen  wir  in  der  Ebene  des  Dreiecks  ein  beliebiges  rechtwin] 
liges  Coordinatensystem  der  ocy  an,    und   bezeichnen  in    diei 
Systeme  die  Coordinaten  von  A^  A y  A"  beziehungsweise  dareb] 
rt,  Ä;  «'>  6';  a!\b"\  die  Coordinaten  von  O  durch  x,  y.   Dann  u 

s    =  V(ar-a)«  +  (y  — 6)2, 

und  folglich,   wie  man  leicht  findet: 

ds      X — a       ?/ X — a'       ds"  ^x--a'\ 

dx         s     '     dx  s'     *     dx  '"     5" 


Sä 


'     % 


^i^ 


Die    gemeinschaftlichen    Bedingungen    des    Maximums 
Minimums    liefern    bekanntlich    die    beiden    Gleichungen: 


und 


dx       dxcx*  dx       -   * 


CS     .    CS 


ctf       cy       cy       ?y 


also  nach  dem  Vorhergehenden  die  beiden  Gleichungen : 


X — a      X — «'  .  :r  —  a" 


+ ~  + .7— =  0, 

s  s  s 

s      ^     s'      ^     5'      -"' 


aus  denen  folglich  die  Coordinaten  jr,  jf  zu  bestimmen  sind« 


des  Dreiecks.  75 

I. 

z  ==  2kn+x; 

x  = 3 ; 

co8jf  =  coso?»    C08Z  =  coso;; 
ä^    =-2co8ar, 
^    =-2co8a:, 
=  —  coso?; 


Ä  =  cos^r' — 4cosa:'  =  —  Scoaa:*, 
Sl  Dicht  >  0. 

IL 

y  =  2x«  +  o:, 

2;  =  (2X'  +  l)7r  — o:; 

aj  +  {2(jc+Ä0  +  ll«  =  «. 
cosy  =  CO8X9    C08Z  =  --<-  COS j;; 

Sl  =2  cos  al^  9 
Sl  nicht    <0. 

in. 

y  =  (2«'  + 1)  Jt — X, 
X  =  2X^  +  X ; 

a:+{2(»'  +  A)  +  lN  =  a, 
ar  =  a— {2(»'  +  A)  +  I}»; 

cos3f  =  —  CO8X,    cosz  =  cos jr; 


des  Dreiecks.  77 

±1,  i5,  ±1,  +11,  ±13,  ±17,  ±19,  ±23,  ±25,....; 
,  h.  überhaupt  nur 

±(6fi+l),    ±(6fi-l); 

Iso,  insofern  fi  positiv  und  negativ  8ein  kann,  nur  ±(()fi±  I) 
etzen  ;    so  dass  also  nach  dem  Obigen  nur 

(6Mii)« 
X-  + g 

gesetzt  werden  kann.  Weiss  man  nun,  dass  x  positiv  und  klei- 
ler  als  -tt  ist»  so  kann  man  offenbar  bloss  fc=:0  setzen  und  das 
ntere  Zeichen  nehmen,   u-oraus  sich 


n  —  \n 

rgiebt. 

Weil  nun  ferner: 

y  =  2««  ±  a:  =  2x^  +  ^tt  = 5 , 

01      I  01      •  1  (6^+1)  TT 

t;    so  kann  man,  wenn  man  weiss,   dass  auch  y  und  2  positiv 
id  kleiner  als  ir  sind,  nur  x=0  und  A=0,   also 

^en. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen,  die  u.  A.  immer  für 
ie  Winkel  des  ebenen  Dreiecks  gültig  sind,  giebt  es  also  für 
en  Fall  des  IVlaximums  nur  die  eine  Auflösung: 

a:  =  iTT  =  60«, 
y  =  i7r  =  6(P, 
2  =  Jjc  =  60«. 

ht  Werth  des  Maximums  von  u  ist: 

cos  60«  + cos  60«+ cos  60«  =  I, 

Dd  diesen  Werth  kann  also 

u  =  cosa?  +  cos  y  +  cos  2 

Dter  deD  gemachten  Voraussetzungen  niemals  übersteigen. 


98  Külp:    Oeber  eine  besondere  Art 

FC:AC=DG:AD 

oder: 

was  qaadrirt: 
oder  schliesslich: 

die  Gleichung  der  yjMuscbeHinie'',    liefert. 


Polargleichung  der  Curve.     Die  TransfomnatioD  d( 
vengleichuDg   auf  Polarcoordinaten   liefert   mit  Hülfe    der 
Transformationsformeln : 

x=:ucost    und   y  =:  usmt 

die  Gleichyng: 

M*  sin  H  cos  H  +  u^r^  cos  2/  — •  r*  =  0 , 

welche  in  keinerlei  Weise  als  einfach  aozusehen  ist. 


Es  ist  wohl  hier  der  Ort^  die  Gleichungen  der  Tan 
Tt,  Subtangente  STy  Normale  Nn,  Subnormale  SI 
Krummungs-Halbmessers  g  anzugeben,  als  auch  die 
dratur  und  Kubatur  vorzunehmen. 

Tangente. 
Subtangente. 

*^-2'-^= — 7^ 

Normale. 


der  Conchoiden  (muschellinien). 
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Subnormal  e« 


da: 


x^ 


Krümmungshalbmesser. 


r»j;»C2r«— 3dJ«)   ' 


dx^ 


Quadratur. 
F  =  fydx, 


X 


,cx. 


i  Aufgabe  besteht  nun  darin  ^    den  Werth  dieses   Integrals  zu 
fen;   za  diesem  Behufe  setze  man: 


STr^^x^  =  z. 


ich: 


r2— a:«  =  2*,    a:=dbVr*— 2*    und    dx  = 
Mit  Berücksichtigung  dieser   Werthe  ist: 

-2« 


— 282 


+  V'r«_j« 


='/ 


[4.  sTr^  _  ^2]« 


.82 


/— 2« 


—  2*82 


Ausdruck 


r«  — s« 


zerlese  man  in  die  Partialhrüche : 


r2 


At 


Bz 


*•«  — 2«~  r  +  2  "^  r  —  2  ' 

let  man  nun  auf  die  bekannte  Weise  die  Werthe   für  A 
;jB,    so    wird  ^  =  —  1  und   i5=r:i,   sonach: 


-  2 


9 


..      ^        ^ 


r^-^-z^  ""  2(r  +  2)  ^  2(r— 2)* 
»Ist  dieser  Werthe  erhält  man : 


7* 


106  V nf erdinger :    Ableitung  der  Co mplanatioiis formet 

Wird    ß=^y,   so  geht  die  Gleichung  5)  aber  in : 

6) . . .  (l-a:)«  =  (l+w5)»-^- n[l  +  (n-l)  5]»-2  [ar+(«~l)d] +•... 
+  (--.l)n-2  712(1+28)  (a:  +  2d)«~2  +  (— 1)»-^  w(a:  +  5)«-2  +  (— 1)«.' 

Auch  kann  man  unmittelbar  aus  2)  die  Abel' sehe  Gleichu 
erhalten : 

7)  ...(a:  +  Ö«=:  ar«  +  w|(a: +  «)«-!  +  %  1(1-2«)  (ar+2a)"-2 
+  W3Sa-3«)2(ar  +  3a)«-3  4. 


Ableitung  der  Complanationsformel  in  Polarcoordin 

ten  aus  der  Figur. 

Von 

Herrn  Franz    Unferdingerj 

Lehrer  der  Mathematik   an   der   öffentlichen  OberreaUchuIe   am   Bauet 

raarktü  u.  s.  w.  in  Wien. 


Es  sei  M  in  Tal*.  III.  Fig.  3.  ein  Punkt  der  krummen  Fläcl 
mit  den  Coordinaten  r,  cc^  u  für  O  als  Pol.  Man  lege  durch  O. 
und  0.r  eine  Ebene  und  beschreibe  in  derselben  aus  O  den  ui 
endlich  kleinen  Bogen  Mn  =  rda.  Es  sei  MK  ±  Ox,  ^  MK^ 
=  Uy  und  man  drehe  die  Ebene  OMK  um  Ox  um  den  unen 
lieh  kleinen  Winkel  du\  hierdurch  kommt  Mn  nach  pq  und  i 
ist   Mq  :=:npzzz  MK.  du=^r  Sin  cc .  du. 

Die  Figur  Mnpq  ist  ein  unendlich  kleines  Rechteck  auf  d 
Oberfläche  einer  Kugel   vom  Mittelpunkt   O  und  vom  Radius 


T"« 


de  ia  thiorie  des  fonctionz  elUptiques,  129 

r  suite  qae,  pour  trouver  leors  valeurs  poor  un  argament  r^el 
elcoDque,  11  ne  faut  que  trouver  leurs  valeurs  pour  cha- 

le  argament  unm.  j^K. 


§.2. 

IT    la    periodicite   tX    les   coefficients    dlfferentiels    des   fonetions 

elliptiques. 

1.     Od  volt  ais^ment  ^)  que  chaque  argument  numär.  >  K  est 

8)  .    .    .  =  quelque  argum.  il  (num.  ^jfiO+^fAÄ, 

(fi  ätant  de  valeur  numör.  entiere). 

Etant  ainsi,   chercbons  d'abord 

am (Ü -f- ^inAT) ^    m  nombre  entier. 
Lad.  la  valeur  de  t{^  qui  satisfait  ä  requation 


o 


=  il+2«./^''  ^'^ 


0 

plutdt  —  puisque,  n  ötant  oombre  entier»  ävidemment 

/l^               afp  pn,\n  ßjp  2) 

r  est     =   /  ,.      ■  —       ,    — 

VI— A:^siD2g)  J  Vi— A^sin^g) 


1}  Ea  effet,    il  suffira  ^videmment  de  la  seule  iospection  de  cette 


-1 — I — I- 


I 


— 3ir— 2Ä'— AT     0      A'      2ir    3ir     4ir ... 

2)  En  e£Feft  ce  demier  membre  est 
plos 

^  — =/  =rr:=,     «l    loo    pOSe    X  =  ^  — 0>, 


donc  =  /  ^ ; 
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qae  q>  passe  par  toates  valeors  reelles  possibles,  a  atteindra  tdl 
ou  tard  une  certaine  vaieur  particuliere  o^;  soit  9>i  la  vaieor  cor- 
respoodante  de  tpy  c.  ä  d.  soit 


/ 


9i 


dtp 


*  VI— A«sm«g) 


=  «1 


Alors 


.  p9  dq> 

a— «x  est  =  /       — p====T=, 

t/        VI  —  Ä:*sin*op 

9\ 

et  par  consöquent,   en  designant  am((x  — o^)  par  if;,  comme  alors 

/^            dtif 
r       est  =a — «1, 


00  aura 


De  cette  relation  entre  ^y  <p  et  9i»    oa  (en  d'autres  termes) 

entre  les  am(a — «i),  ama  et  ama^ 

Dous  d^duirons  la  relation  entre  les  sinus»  cosinus  etc.  de  ces 
amplitades,  c.  ä  d.  (en  d'autres  termes)  entre  les  fonetions  ellip- 
tiques  des  argumeots  m^mes  a,  aj  et  a — Oj. 

La  formule  (59) »  ou  bien 

dt\}  dtp 


V^l— ifeasin«!/;      Vi— Ä^sin^g) 


=  da. 


donne 


^  =  Vl-A^sin^,     ^  =Vl-ife*sin2g,, 
-p^=. — A;''sinif;costf;9      ]7~2^=^ — «^  sing?  cos  y; 


d«^ 


rfa« 


ou  bien,   si  Ton  pose  pour  abreger 


Celles -ci: 


(60)  .   .   . 


d6 
da 

dd 
da 


=  V"l-Ä*sin>-  Vi— Ä:«sin«9), 


K^at*  «• 


de  la  theorie  des  fonctions  elliptigues.  143 


f  ^"2  =  )^  = — Ä'Csinif/cosif^+sinycosg)) = — Ä^sinffcosö, 

(^^.^==:)o'5'==--A«(siii2|f;--sin«g))=---Ä;«sin<ysiDd; 
oü  resulte,   par  division, 

\da/        CORO  dö' cos^.r/d c?(8in^) 


costf  dö^     cos  0.  da      dCsina) 


''•(S)  ""' 


OU     -17"  = : — Z — ^^ J~T~» 

o'  Sin  a  81D  a 


en  d'autres  termes, 

(<^'=);^=  C.ainö, 

(3'=)^=C,^8incr. 

nme  ces  formules  subsistent  pour  chaque  valeur  de  a,  Ton  en 
tient,  en  particulier^  poar  az=zai  [vn  qu'alors  ip  est  =9i, 
sO,    ö  =  9?i*   ^  =  —  9i  ©t*   d  vertu  de  (60), 

i  formules 

I    -C.sing?!  =1+ Vi— A2g|n2^^^ 

[63)  .   •   .    <  ^^^ 

(         Ci.siD9?i=  1  — Vi- Ä«  sin  2^1 

or  la  determination  des  ,,eonstantes  arbitraires^'  C  et  C\* 
De  plus,  comme  ii  resulte  des  mdmes  formules  (62)  que 
da   dd  r>  '   s  ^^     .         •       ^    .       ^^ 

en  conclut 


150  Björling:    Les  pr  emier  es  noUotu 

Effect! veinent  od  voit  bien  non*senlemeot  fpie,  tandUtqn 
reste  Dum.  '^in,  la  fonction  F((p,  ])  variera  contindmeDt  aTec 
en  y  6twat 

F(-9,l)=-F(9,  1),    F(0,1)=0, 
et  qae  de  plus 

(0<g)<¥^)»    i^(g?,  1)  ou     /       — ^  croitra  avec  q>, 

o 
en  demeorant  tonjours 

o 
mais  aussi  qoe,  poar  ce  qui  concerne  g>  numer.  =2  ix, 

F(i«.I)  00    r^-^,  cäd.  lim.  r-',r^ 

%J         V  cos*©  ü  V  eo8*9 

en  coDTergeant  z  (positif)  indefiniment  vers  z^ro,  sera 

=  OD  =  -F(-i:r,l). 

Et  pour  proover  ensuite  qae  F(g>,  I)  est  aossi  iofini  pQ 
chaqoe  valear  de  <p  nani.  >  ^tt,  il  snfflt  de  faire  voir  qae,  pc 
chaqae  valeor  de  9^  positive  <^\Tty 

(£  et  £2  positifs), 

% 

sera  infini,  ce  qai  evidemment  n'a  rieo  de  difficile  ^). 


1)  En  effet,   comme  en  general 

/» dy _  px=nmö     dx 

«  x=:«taa 

qaand   a    et  d   sont   positifs    et    <|9r, 
mais  =—  (le  mdme),  qoand  a  ei  ö  sont  situes  entrc  J.t^  et  rr^ 

et  far  saite 

j^:^=  =  4/^Y:;^J  pour  ar=:sin(i7r-f)=  I-17    (17  poaiti 


Goa'tp 


0 


iifie*      '  'f. per  die  Sätze  ron  Wilson  uml  Fermat 

.   .  I-,  =  r.4ri:J  u.  13.3x(— 2)(— 3)(— 4)— 1  =  -.?. 
.  .  -     ^  r  :?l  u.  5f-2)(-3)(-4)  +  l  =— 7.17, 

.i^ic'iiuii^eu  (3)   kann    man    leicht    in  Fakultäten  ö 
...I    .iiaii    iiie   m   und   ebenso   die  n   unter   sich  gl 

.  .11    ■  _.:    -y-    ^tischrieben,  so  wird  auch  p — r — 1  =  ^ 
!.:•;    iir  iiie  ertitte  und  letzte  Form  in  6): 

I-   ]  » — I 

>.^oii  S«'«{o  weiten  die  oberen  und  unteren  Zek 
^ic  .*i>c'icii  Zeichen  auf  der  rechten  Seite  gelt« 
%.'.:   .:oi   Form  4a  f  I.  die  unteren  für  eine  voo 


t  •  •  •    • 


.  .1.     uiuicicii   b\)rnieu    in  6)   fallen    im    vorliegM 
..  ..tiiiiiu'ii .  sio  unterscheiden  sich  aber  hinsick 

..••i   iii.ui  i'iba.'t: 

Mud.  //, 

mt 

iVlnd.  /!;. 

.  ..    ...tili,  II  .ml    di'i    rechten  Seite    freiten,    wei| 

.M  I  'u  «t«  I  l'inui  Im  I  I,  die  unteren,  wenn  sie  von 

•  (  I      'iiiiil  dir.    <  uiir?i|KHidirenden  m  und  n  eiiiai 

••<  I.  iii   .111.1  / 1  iiiitl  S)' 


10) 


/'-« 


'  I'.     .r  I   '»         im,«  I  '  .,    )J*  =  +  I,  Mod.  », 

Fa«  'r-./'  I  i'        uwi/i  l     -.y-)J2  =  TI>   Mod.  ^, 


302    Dostor:  ProprMii  nouveiles  du  quadriiaiere  en  giiHräi, 

Surf.Qd.  =  4(a-y)(d— jS)tang(jr,  F),  .    .    .  (CCI 

on  voit  qae 

Th^ordme  X.  L'aire  du  quadrilatere  circonscriptil 
convexe  est  ^gale  au  demi-produit  des  diff^reni 
des  Segments  opposes  des  c6täs,  multiplie  par  la  t 
gente  de  Tangle  compris  entre  les  diagonales. 

111.  Snrfaces  des  triangles  form^s  ehacim  par  deux  edt6 
une  diagonale.     Puisque  le  triangle 

PQS        Pü      X'         « 


il  vient 


PQRS'^  PR'^  X"  a-\^y' 


PQS=-^.Surf.  Qd.,  ^ 


PÖÄ=  p4^.Surf.  Qd., 

^  +  ^  \ (CCI 

QßS  = -4- •  Surf.  Qd., 

PÄS=:^^.Surf.  Qd. 

Ces  valeurs  nous  donnent 

Surf.  Qd.  SPQ  PQR  QRS         RSP 


(«+r)(i3+^)  "'«(/5+^)  ~««  +  y)  ^y(/5+<5)  ""^(«+yr 


(C( 


112.    Angles   compris  entre  les  cdt^s  et  les   diagonales, 
triangle  PQS  nous  donne,  par  suite  de  (CCIV), 

i(a-[-8).X8\n(A,  J[)  =^-xj.Surf.  Qd.; 


il  vient  donc 


...    Tr\—^      2Surf.Qd. 
8in {A,A)--j^. (^^„)(^^5) . 

•    ./-    lr^-ß      2  Surf.  Qd. 
■  ,n    Y^      '      2Surf.Qd.   . 


.   .     (CC 


et,  pareillernent, 


■  -  •  "7",  .*n 


308    Dostor:  Propri4Us  nouveliesdu  gnadriiai^e  en  ff&närai, 

«■  — y* 

UW^—^.Yf  >  •   •   -     (Ci 

1 19.  Angles  da  triangle  form6  par  les  trois  diagroiiales. 
avons 

sin  ÜWV      sin  ÜVW _»m  VÜW 

üF    —    üw    ""     rw    ' 

ou 

(a»^yg)8in  ÜWV _(ß^—3^)8\uVrW  _  (a«-y«)(/?«~^8in F 

•    i7rTM7       2Surf.Qd.  . 

et,  comme  sinFt/IF= ^v — »       vient 

siD  cy  ^r  r  -  («ß_y^)(^ _ ^y)  |r^ » 

^  .    .  (CC: 

120.  Aire    du  triangrle  form^  par   les  trois    diagonales, 
triangle  est 

ürW=:iüV.ÜW.8m(X,  F) 

ou 

T.wTtM7       1     2ayjr      2ßSr     .    ,  ^    ^, 

P>'»^  =  4-^ri:72-^^.«'n(jr,  F), 

qa*on  peut  eerire 

roais 

i^Fsin  (A*,  F)  =  Surf.  Qd. ; 

il  vient  donc 

121.  Aire  du  quadrilatdre  h  angrle  rentrant.    On  a  le  qa 
latere  PMRN  ou 

* 

Surf.  Q'i.=PIUN-RjaN:i=iPJa.PN.slaiA,  B)-lRM.RN.8m(l 


..     •    m~"  J 


334    Dostor:  Fropri^Ut  nouvelles  du  guadrilatere  en  g&iUr^ 

joHit  les  points  de    coneours    des  taogeotes  dans  le    cerde  ' 
noas  formons  deux  triangles  rectangles  qui  donnent 

^r-f^  =  2asina,    x — '^  =  26810^, 

d'oü   Ton   tire 


o;  =  asina -|- 6sid/3,     | 
^  =:  asina  —  bsmß,     ; 


et,  eo  ayant  egaVd  aux  valeurs  (CCXCU)  et  (CCXCVI), 

+^^^\f{D+R+R')(D^R-^R'), 

(CC 

y=:    ^^yf(^DvR^R')  (D+R-^R) 

teües  sont  les  valeurs  des  deux  diagonales. 

186.  Si   nous   iiitroduisons  les  valeurs  (CGXCVI)  dans 
^galitös  (2)  9  nous  obtenons 

x-Y-y  :=  2Z>sinocosj?9 

X — y  =  2Z>sinj?cos 
qui  donoent 

x  =  De\u{a-\-ß),    y  =  Z>sin(a-/3); (CCC 

d'oü 

y       sin(a— ß)  ^ 

et,    par  suite 

^       mWB\i\{a-{-ß) 
^   ""       sin(a— /3) 

) (CC 

y    ~      sin(a  +  /3)      ' 

187.  Des  relations  (4)  on  tire  encore 

X  -tj^  ^  tangtf 

x-^y '^  iSLOgß' ^ 

qui  dämontre  que: 

Thöordme  IFI.      Dans    tout    quadrilat^re    circonsci 


■  ■■   « 


348   Dostor:  Proprietes  nouveiies  du  quadrikUere  en  gM^rti,-. 

Ainsi 

Th^ordme  I.      Dans    tout    rectanglcj    la   tangeote 
l'angle  des  diagonales  est  ^gale  au  double  produit 
cdtes^  divisö  par  la  difference  des  carres  de  ces  mei 
cdtes. 

On  a  eosuite 

tangi(a?,y)  =  ^ (CCCL 

Dpnc 

Th^ordme  U*    Dans  tout  rectangle^  la  tangeote  du  d< 
angle  des  diagonales  est  egale  au  rapport  des  cote 


(wec  appUcation  aux  quadrilateres  inscript.,  circanscript,  efc,  353 
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E  r  r  a  t  u  m. 

3  premier  facteur  du  nominateur  de  la  demibre  formule  pour  tang(a:,^) 
194  (sotis  V)  est  a-{-h-{-d — c  ott  a-\-h'^c-\-d  aU  lieU  de  a-^h-\-c^d. 


.77 


-.^•1 


i<  •."     *  -:       :.-»r     "* fü- 

llt* 


stimm« 


if 


»■.   ■  1 


-^, 


Ä^^r  Theorie  der  Kräftepaare,  415 

«(jSc  — y6)+/5(ya  -  ac)+y(a6— /Ja)  =  0, 

a(/5c— y^)  +  6(ya  — ac)  +  c(a6— j5a)  =  0 

ist,    so   ergeben  sich  aus  den  Formeln  4)  unmittelbar  die  beiden 
folgenden  Gleichungen: 

5) S    «^+/5t?+y?  =  0. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  denselben  Formeln: 

6  1  Ol     vr-A      «(fl^--<3fl)-y(/?c--y^) 

ö  +  «|      y3r--.6 SH^^2+? ' 

c  +  ßx^an  =  ^_/?(ge-y6)->«(ya-ac) 


Wer: 

lieb  nach  dem  Obigen: 


^^^((^a  +  ßb+yc)^ 


QU  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt^  jenachdem  die 
mae  €ta+ßb+yc  positiv  oder  negativ  ist;  dies  ist  der  kleinste 
rth  oder  das  Minimum  von  u. 
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und  i?  auf  AB  errichtete  Perpendikel   werden    in    diesem 
offenbar  die   beiden  verlangten,    durch  A  und  B  gehenden 
der  parallelen  Geraden  sein. 


§3. 

»Vir  wollen  jetzt  die  Entfernung^  eigentlich  die  kürzeste  Ent- 
Dg,  zweier  einander  parallelen  geraden  Linien,  deren  Glei- 
ten gegeben  sind,  von  einander  bestimmen. 

)ie  Gleichungen  der  beiden  Geraden  seien: 

{x  —  cio)  cos  ß  =  (y  —  60)  cos  a, 
(y  —  ^0)  cos  y  =  (z  —  Co)  cos  /S, 
(z  --  Co)  cos  a  ^  (x — üq)  cos  y 

und 
(cc^Qi)  COS  ß  =  (y — 61 )  cos  a, 

(y — 6i)cosy  =  (z — Ci)cosj5, 
(z — c?i)cosa  =  (a: — ai)cosy; 

wie  man  dies  der  Kurze  wegen  bekanntlich  auch  zu  schrei- 
.flegt: 

x—ap  _y—bo  _  z—  Cp 

cos«  cosß  cosy 

und 

a:  —  Qi  __  y  —  61 z — Ci 

cos«         cosß         cösy* 

Nehmen  wir  nun  in  den  beiden  gegebenen  Geraden  zwei 
:e  (xpypZp)  und  (Xif/iZi)  so  an,  dass  die  durch  diese  Punkte 
nmte  Gerade  auf  den  beiden  gegebenen  Geraden  senkrecht 
;  so  ist  nach  1): 

,     (Xq  —  flo)  cos  ß=  (yo— 60)  cos  Cf, 
(3^0  — M  cosy  =  (zo  — Co)cosj5, 

(zq  —  Co)  cos  et  =  (xq  —  «o)  cos  y 

und 
(0:1  —Ol)  cos /3  =  (yi—bi)co8(x, 
(yi — 61)  cosy  =  (zj  —  Ci)cos/?, 
(zi — Ci)cosa  =  (o?!  — ai)cosy; 
wenn  man  subtrahirt: 


—  -  .  — /i .  ;  cosy 


—  •   •     •  XS-i, 


.  3 


:3S3i- 


-.•,    COS'/ft: 


»• 


a« 


Ol!  i. 


(lert*:. 
ist,  h 

Alf 
mit  der 

so    lioLiJ  i 

mau   kat.  | 

ziehen :    .  .       ,,j, ...  -  1 

Berühren^ 

und  ß  g#*::  . 

ander   diu  ■ 
}stj  so  gehl 


lül.-f  ' 


,f    ■ 
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beiden  Kräfte  P  und  U  von  einander  heisst  die  Breite  ^^s 
irs.      Das    Product  der    Breite    in    den   absoluten  Wertb    der 
^fifte    heisst   das  Moment  des  Paars. 

§.  5. 

■Wir  H^ollen  jetzt  die  im  vorhergebenden  Paragraphen    näher 
lamkterisirten  Elemente  eines  beliebigen  Paars  durch 

^0^  2^0»  ^0»     bo»  ^0»  So  5     '^o»  Ko^  yoi     ^0>    "0 
(eicbnen. 

Die  von  den  Punkten  (^o^o^o)  ^"^  (^o^oSo)  ausgehenden,  durch 
Winkel  a^^    ßo,   yo  bestimmten  Geraden   denken  wir   uns   auf 
[.Ebene  der  xy  —  wofür  übrigens  auch  jede  andere  Coordina- 
»ene   gesetzt   werden  kann  —  projicirt,    und   bezeichnen    die 
diesen,  von  den  Punkten  (xqj/q)  und  (^oijo)  ausgehenden  Pro- 
ben  mit   den   positiven    Theilen   der  Axen   der  x,  y  einge- 
»ssenen,    180^  nicht   übersteigenden   Winkel  durch   a^'^   ß^  -^ 
id  die  Gleichungen  der  Geraden,   in  denen   die  beiden  Pro- 
leo  liegen: 

{x  —  Xq)  cos  ^o'  =  (y  -  ^o)  cos  «o', 
{x  -  lo)  cos  ßo'  ^iy  —  %)  cos  «o' ; 

[fileichungen  dieser  Geraden  sind   aber  nach  den  Lehren  der 
iben  Geometrie  auch: 

(x  —  Xo)  cos  ßo  =  (y — yo)  cos  «o . 
(^  —  ^o)  cos /?o  =  (y — i7o)  cos  «0 ; 

'INStzen  wir  nun: 

cos^o  =  kocoaa^', 
\t,  weil: 

(x  —  Xq)  .  koC08  ßo  =  (y— yo)-^oCoscfo, 

(^  — lo)-ÄoCos/?o  =  (y  — i?o).A:oCOsao 

ofenbar  auch: 

cos/?o  =  kocoaßo'; 


cos  «0^  +  cos  ßo^  =  Uq^  (cos  «o'^  +  cos  ßo^)f 

V,  weil : 

cos  Oq^  +  cos  ßo^  =  1  —  cosyo®  =  siny^*, 
cosoo'^+cosjSo'*—  l 


.»■  ; 


F"' 


Sf^i 


cos^o  = 


V 


cos  IpQ  = 
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[(^0  —  ?o)  cos  ßo  —  {yo  -  ?7o) ««»  «o]* 
+  [(3^0  —  Vo)  cos  70  —  («o  —  ^)  cos  i5o]* 
+  [(^0  ~  Jb)  cosofo— (^o  — Ig)  cosyo]* 

(^o  —  £))  cos  «0  —  (^o  —  y  cos  Yq 
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r. 


V 


cosxo  = 


[(^0 — §0)  cos  i^o  —  (yo — Vo)  cos  üfol* 
+  [(yo  -  %)  cos  yo  -  (^0  -  ?o)  cos  /?o]^ 
+  [fe  —  Jb)  cosofo— (äTo  — lo)  cosyoP 

(xq  -  £0)  cos  ffo  —  (yo  —  7?o)  cos  ftp 

![(^o  —  ^0)  cos  ßo  —  (3^0  —  Vo)  cos  OfoP 
+  [(3^0  —  Vo)  cos  70  -  (:^o  —  So)  cos  ßo]^ 
+  [(^0  —  Jb)  cos  cfo  —  (0:0  —  So)  cos  yo]* 


wo  man  den  Nenner  auch  unter  der  Form  : 

V(         (^0  -f 0)*  +  (yo  -  %)*  +  (^0  -  ?o)^ 
^  —  [(^0 — f 0)  cos  oTo  +  (^0 — Vo)  cos  jSo  +  (lo — &))  cos  yo]* 

darstellen  kann ;    auch  lasst  sich  nach  §.  8.  schreiben : 


! 


cos  q)Q  =: 


(.Vo  —  Vo)  cos  70  —  (zo — ?o)  cos  go 


E 


o 


cos  1^0  = 


cos^fo  = 


_  (^0  —  So) cos cfp  —  (arp — £o)cos yp 


E 


0 


(^o  -  £0)  cos  gp  —  (yo  —  %)  cos  «o  . 

£0       " "    ' 


also: 


JEpCosgjp  =  (^0  — %)cosyo-(2o— So)cos/3o, 
i^jpcost^p  =  (20  -So)cosap— (a:p--5p)cosyp, 
Eq  cos  %o  =  (a:p — 5o)  cos  /?o  —  (^o  —  W  cos  ofo- 
Hieraus  erbellet  auch,   dass  die  Grossen 

(^0 — So)  cos  jSo — (3^0  —  Vo)  cos  «0  > 
(yo— Wcosyo- (zo  —  6))  cos^o» 
(^0  —  to)  cos  «0  -—  (^0  —  So)  cos  yo 

nie   zugleich  verschwinden,   weil,    wenn  dies   der  Fall  wäre,    da 
im   Fall  eines  KrSftepaars   Eq  nicht  verschwindet,    die  Grössen 
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also,   weil  diese  Gleichung  noabbängig  von  besonderen  Werthen 
von  X  gilt: 

Acosa-\-  Beosß+  Ccosy  =  0. 

Aas  den  beiden  Gleicbongen: 

'  Aix'-S)  +  B(y-ri)  +  C(z-£)  =  0, 

r  <4cosa+ ßcos/5  + Ccosy  =  0 

u 

-r  ergiebt  sieb,  dass,  wenn  G  einen  gewissen  Factor  bezeicbnet: 
l 

I  A=:  6r{(y  —  »7)cOS)f— (2- f)  COS/31, 

\  B  :=  G{(z  — ä;)  cos« — (x — S)cosy|, 

■  C=  6r|(ar --S)cosj5— (y — ^)cosal 

Bist,   wo  der  Factor  G  nicht  verschwindet,  weil  nach  der  Voraus- 
setzung die  Grussen  A,  B,  C  nicht  zugleich  verschwinden. 

j  Nach  §.  3.  ist : 

£2=  ((a:— S)cos/?  — (y~i?)cosa|« 
+  {(y— i?)cosy  —  (2  — Öcosj5p 
+  l(«  —  öcosa  —  (a:— S)  cosyP, 

also   nach  dem  Vorhergehenden: 

A^  +  B^+C^ 


£2  = 


G« 


k  und  daher: 


£j  =  +• TS =  d:  7^  » 


6? 


wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  G 
positiv  oder  negativ  ist.    Folglich  ist: 

±GE=zM, 

und  daher,   weil  nach  dem  Obigen: 

ist: 

P  =  +  G, 

das  obere  oder  untere  Zeichen' genommen,  jenachdem  G  positiv 
oder  negativ  ist.    Weil  also: 

ist»    so  ist  nach  dem  Obigen: 


.*  ««J 


z'     ntwicKeiu  ng 

—      —   cos  .i ! , 

-      —   cosix;: 


l-M 


*  :  :  =  J  • 
:    -nmennat.  jenachdem 


^:iiie   zu   lösen: 


4 
f    Kicii  z'^iich  P  setzen, 

•  ;ic!iiiem    iie  Grossen    . 

•»>  *i 

l.ui     nus.*    <ibo   die 

f»       iaifiiurer   Werth  P 

c.      iic'j     ler    iurcb  die 

.«.i.iiiueii     Richtun&r    hin 


•»  «^ 


fo: 

Iie; 


ist: 


V*w 
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y  also  die  Kraft  an  dem  Punkte  {xy£)  nach  der  durch  die 
il  a^  ßt  y  bestimmten  Richtung  bin  wirken  lassen.  Weil 
»em  Falle 

P\(x — J)co8j5  —  (^  — i?)cosa| 

'  ist,  so  ist  nach  §.  6.  die  Drehung  des  Paars  positiv. 

^enn  C  positiv  und 

(ar — 5)  cos  j? — {y  —  ri)  cos  a 
V,    also 

C{(j:— |)cos/5 — (^  — i^^cosoi 

7  ist,  SO  muss  man 

P  =  — P 

,  also  die  Kraft  an  dem  Punkte  {xyz)  nach  der  durch  die 
I  180^—a,  180O  — /?,  180^-7  bestimmten  Richtung  bin 
I  lassen.    Weil  in  diesem  Falle 

P\{x — S)co8ß  —  (y — i7)cosa) 

ist,  so  ist  nach  §.  6.  die  Drehung  des  Paars  positiv. 

^enn  C  negativ  und 

(x — S)cosj3  —  (y — rf)co»a 
,    also 

C{(x  —  S)co8ß  —  (y — 97)coso) 

V  ist,   so  muss  man 

P  =  — P 

,  also  die  Kraft  an  dem  Punkte  (xyz)  nach  der  durch  die 
!l  180<>-a,  180<>-^,  180«-y  bestimmten  Richtung  hin  wir- 
issen.     Weil  in  diesem  Falle 

P{{x — S)  cos  ß  —  iy  —  fj)  cos  a| 

V  ist,  so  ist  nach   §.  6.   die  Drehung  des  Paars  negativ, 
^enn   C  negativ  und 

(a:— S)cos/5  — (y— ij)cosflf 
V,   also 

Cl(:r — t)  cos/3  —  (y  —  1?)  cos«| 
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cosi$2=J: 


1^1  nach  §.  14.: 

cosi2 


=+ 


A  C08  %''\'B  cos  (o'  +  Ccos  o^ 


^  cos  ^'  +  ig  cos  o^  +  Ccos  Q* 

M 


folglich^  wenn  man  im  Zähler  und  Nenner  dieses  Bruchs  mit 
l^multiplicirt : 

AV  +  BM*  +  CT^ 


C0SÄ  =  4: 

aber  nach  §.  14.: 


/2'M 


nti  ist: 


folglich : 


cos 


^h    dem  Obigen  ist  nun : 


folglich,    ohne   Beziehung  der  oberen   und  unteren  Zeichen 
einander : 

cosw  =  4:  jjj. 


\XkS 


folgt 


sin 


;?/2'  =  MsinÄ. 

Nimmt  man,  was  verstattet  ist,  den  Winkel  Si*  spitz,  so  ist: 

jn  =  McosÄ,    pÄ'-MsinÄ. 

L  Schliesslich  wollen  wir  noch  die  Entfernung  des  Punktes 
WSSy-  ^^^  ^®™  Anfange  der  Coprdinaten  bestimmen.  Nach  dem 
^en  ist: 


:ui  ..     ',-i--r    nücäe  (LRotat.eiHiis 

.'.■••''  :'      Mitiair.    entsteht,    ist   zusam- 

.  -*•  ir:r  '-«i     :iiu     in     i^^leni   Ende  aus  einem 

.     ->        '       •nfssi-nrieheiien  Kreises  r,  das 

-  .   ^^♦•{•»iii'    -.  ix'jiniff  der  geschnittenen 

:rt:n    ^uracioii    der    ganzen  Seite 
■ciäc^»-!»    —  :t,     •<>    St    die    vom  Abschnitt  1- 
v.^  •  -ic-ie     .^wii     :t*ni  Zusatz    zu   Hulfssatz  2) 


"f   -    ruti. 
.      .  *        eicH   ■...uie    ler  -Vxe  vom  iVbscbnitt /)•/' 


als 


-.^.>.v         .-.  eM    :ii ISS er;ii teil  Abschnitt    ^^ 

•  lii'ii»»  «les   liurcb  Rotation  vod 
.^^c-j»      e«t*u«ec.    —   Jeder    der  von  den 
v;>v*^.. •zueilen    iüu:**si(uni})rten  Kegel  bat   fo 


V  «^a«.4:eu   i^esseistumpfs  bedeutet.         1 


.f 


.  .«.^w.     <•'    :*rfaält    man   die   ganze 
•  •  >4;  1  r;  ebene  Oberfläche: 

•w..         ^    .eueutet. 

L..  .  -ii    :«*s    hinderen   Perimeter- 
.    ..    .  .^     .•i£^${umpften  Kegeln  und 
,    .  r-Lii-r-i    ^  ertiet'uDg.     Die  ab^e- 
^a.i.  i- dache  von  der  Gru«»««  I 

>. ..    ,- lu^    :te  Läoge  der  Rota- 
.^wu  -vw^tHttiifUei  an  den  Enden 


•C! 


. .-.  -?ii  Sei  te  der  Axe  ge- 

4  ^v.'jieden  gestaltete, 

'atfrfilohe    von   der- 

1«    iurcfa    Rotation  des 


M 
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tt 

6 

e 

1) 

3 

4 

5 

2) 

13 

14 

15 

3) 

51 

52 

53 

4) 

193 

194 

195 

5) 

723 

724 

725 

6) 

2701 

2702 

2703 

7) 

10083 

10084 

10085 

u.  s.  w. 

Man  soll   rationale  Dreiecke  fiodeii,   in  welchen  ein   Winkel 
ippelt  so  gross  ist,  als  ein  anderer: 

=  (a«  +  /5«)«,    6  =  2(a«  +  /3«)(a«-/3«),    c  =  (3a*- /?»)(«« -3/3»). 

Es  ergeben  sich: 


a 

b 

c 

I) 

25 

30 

11 

2) 

5J5 

40 

39 

3) 

289 

510 

611 

4) 

841 

1218 

923 

5) 

4225 

4290 

131 

u. 

S.  Vf. 

Die  Grosse 

1 

(a  -  6)9(6— c)8(c—d)3(£f—a)» 

Q^  +(a— 6)3(6— rf)8(rf—c)3(c—a)8 

+  (c-6)«(6-d)«(rf— a)3(ö— c)3 

24(a— 6)2(ö— c)2(a— rf)«(6— c)2(6— d)«(c— d)« 

t  identisch  gleich  Null. 

(J.  J.  Walker.) 
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